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Advance Dynamic Final project report 
 

Q1: Derive forward kinematics relationship, given all joint angles theta 1,2,3, what’s the end effector position (x,y,z) as a function 
of joint angles and the robot parameters? 

 

Solution 

ท าการก าหนด Denavit-Hartenberg parameters โดยอ้างอิงจากรูปท่ี 1 ซึง่เราจะสามารถก าหนด Denavit-Hartenberg parameters (Robot 

parameters) ได้ดงัตารางที่ 1 

 
รูปท่ี 1. โมเดลส าหรับการก าหนด Denavit-Hartenberg parameters 

 

 
 

ตารางที่ 1. Denavit-Hartenberg parameters 

 

 

θ α r d

1 0

2 0

3 0



 

ท าการหาสมการ Forward kinematics ด้วยการใช้ Graphical Method โดยอ้างอิงจากรูปท่ี 2 และ รูปท่ี 3 

 

       
                รูปท่ี 2 มมุมองด้านบนของโมเดล                                                          รูปท่ี 3 มมุมองด้านข้างของโมเดล 

 

𝑥3
0 = (𝑙1

′ + 𝑙2
′ ) cos 𝜃3    ① 

𝑦3
0 = (𝑙1

′ + 𝑙2
′ ) sin 𝜃3 ② 

𝑙1
′ = 𝑙1 cos 𝜃1              ③ 

𝑙2
′ = 𝑙2 cos(𝜃1 + 𝜃2) ④ 

 

และจากสมการท่ี 1,2,3 และ 4 เราจะได้ Forward Kinematic ของโมเดลดงัแสดงในสมการด้านลา่ง 

 

𝑥3
0 = (𝑙1 cos 𝜃1 + 𝑙2 cos(𝜃1 + 𝜃2)) cos 𝜃3 

𝑦3
0 = (𝑙1 cos 𝜃1 + 𝑙2 cos(𝜃1 + 𝜃2)) sin 𝜃3 

𝑧3
0 = 𝑙3 + 𝑙1 sin 𝜃1 + 𝑙2 sin(𝜃1 + 𝜃2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Q2: Derive inverse kinematics relationship, given the end effector position (x,y,z), what are the joint angles (theta1, theta2, theta3) 
as a function of (x,y,z) and the robot parameters? 

Solution 

ท าการหาสมการ Forward kinematics ด้วยการใช้ Graphical Method โดยอ้างอิงจากรูปท่ี 2 รูปที่ 3 และ รูปท่ี 4 

 
รูปท่ี 4. แสดงสามเหลีย่มเพื่อการหาสมการ Inverse kinematics 

𝜃1 = 𝛼 − ∅                             ⑤ 

𝜃2 = 180° − 𝛽                       ⑥ 

𝑟3 = √𝑟1
2 + 𝑟2

2                        ⑦ 

𝑟1 = √(𝑥3
0)2 + (𝑦3

0)2            ⑧ 

𝑟2 = 𝑧3
0 − 𝑙3                            ⑨ 

𝛼 = tan−1 (
𝑟2

𝑟1
)                        ⑩ 

                                                         𝑙2
2 = 𝑙1

2 + 𝑟3
2 − 2𝑙1𝑟3 cos ∅                   

∅ = cos−1 (
𝑙2

2−𝑙1
2−𝑟3

2

−2𝑙1𝑟3
)             ⑪ 

                                                         𝑟3
2 = 𝑙1

2 + 𝑟2
2 − 2𝑙1𝑙2 cos 𝛽    

𝛽 = cos−1 (
𝑟3

2−𝑙1
2−𝑙2

2

−2𝑙1𝑙2
)              ⑫ 

 
จากสมการ 5-12 เราจะได้ Inverse kinematics ดงัแสดงด้านลา่ง 

𝜃0 = tan−1 (
𝑦3

0

𝑥3
0) 

𝜃1 = tan−1 (
𝑧3

0 − 𝑙0

√(𝑥3
0)2 + (𝑦3

0)2
) − cos−1 (

𝑙2
2 − 𝑙1

2 − 𝑟3
2

−2𝑙1𝑟3
) 

𝜃2 = 180° − cos−1 (
𝑟3

2 − 𝑙1
2 − 𝑙2

2

−2𝑙1𝑙2
) 

 

α



 

ตรวจสอบ Forward kinematic และ Inverse kinematic โดยการใช้เส้นทางการเคลือ่นท่ี (path of motion) ดงัสมการด้านลา่ง 

 

𝑥 = 0.5 cos(𝑡/5) + 0.05𝑡 
𝑦 = 0.5 sin(𝑡/5) + 0.05𝑡 

𝑧 =
𝑡

20
 

𝑡 = 𝑡𝑖𝑚𝑒(𝑠𝑒𝑐𝑜𝑛𝑑) 
 

ผลการตรวจสอบเป็นไปดงัรูปท่ี 5. และ รูปท่ี 6. ซึง่ยืนยนัได้วา่ทัง้ Forward kinematic และ Inverse kinematic นัน้ถกูต้อง 

 
รูปท่ี 5. คา่ของมมุซึง่หาได้จากการแทนคา่ x, y, z ซึง่ได้จาก Path of motion ลงใน Inverse kinematic equation 
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รูปท่ี 6. เส้นการเคลือ่นท่ีที่ต้องการและการตรวจสอบ Forward kinematic  

โดยใช้คา่มมุที่ได้จาก Inverse kinematic แทนคา่ลงไปใน Forward kinematic equation  

แล้วท าการ plot คา่เทียบกบัคา่ซึง่ได้จาก Path of motion โดยตรง 

 
Q3: Derive the equations of motion (EOMs) of this 3-DOFs Scalar Robot Manipulator. 
 

ท าการก าหนดเฟรมของระบบดงัแสดงในรูปท่ี 7 

 
รูปท่ี 7. เฟรมของระบบส าหรับการหาสมการการเคลือ่นท่ี (EOMs) 

①

②

③



จากตวัแปรที่โจทย์ก าหนดเราจะสามารถหาสมการพลงังานจลน์ของลิง้ค์แตล่ะลิง้ค์ได้ดงัแสดงข้างลา่ง 

𝑇1 =
1

2
(𝐼𝑂1

𝜃̇3
2𝑐𝑜𝑠2𝜃1 + 𝐼𝑂1

𝜃̇1
2)  ⑬  

𝐼𝑂1
= 𝐼𝑐1

+ 𝑚1𝑙𝑐1

2 (𝐼𝑂1
 𝑖𝑠 𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑓 𝑖𝑛𝑒𝑟𝑡𝑖𝑎 𝑜𝑓 𝑙𝑖𝑛𝑘 1 𝑎𝑟𝑜𝑢𝑛𝑑 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡) 

𝑇2 =
1

2
[𝑙1

2𝜃̇1
2 + 𝑙𝑐2

2 (𝜃̇1 + 𝜃̇2)
2

+ 2𝑙1𝑙𝑐2
𝜃̇1 cos 𝜃2 (𝜃̇1 + 𝜃̇2)

+ (𝑙𝑐2
𝜃̇3 cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑙1𝜃̇3 cos 𝜃1)2]

+
1

2
[𝐼𝑐2

𝜃̇3
2𝑐𝑜𝑠2(𝜃1 + 𝜃2) + 𝐼𝑐2

(𝜃̇1 + 𝜃̇2)2] ⑭ 

𝑇3 =
1

2
𝐼𝑐3

𝜃̇3
2 ⑮ 

 

สมการพลงังานจลน์ของมอเตอร์ในแตล่ะลิง้ค์ 

𝑇1
′ =

1

2
𝑘1

2𝐼𝑀1
𝜃̇1

2 ⑯ 

𝑇2
′ =

1

2
𝑀2[𝑙1

2𝜃̇3
2𝑐𝑜𝑠2𝜃1 + 𝑙1

2𝜃̇1
2] +

1

2
𝐼𝑀2

(𝜃̇1 + 𝑘2𝜃̇2)2 ⑰ 

𝑇3
′ =

1

2
𝑘3

2𝐼𝑀3
𝜃̇3

2 ⑱ 

 

สมการพลงังานศกัย์ 

𝑉 = 𝑚1𝑔𝑙𝑐1
sin 𝜃1 + 𝑚2𝑔[𝑙1 sin 𝜃1 + 𝑙𝑐2

sin(𝜃1 + 𝜃2)] + 𝑀2𝑔𝑙1 sin 𝜃1  ⑲ 

 

จากสมการท่ี 13-19 น ามาแทนคา่ใน Lagrange Equation เพื่อหา EOMs 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇𝑗

𝜕𝑞̇𝑖
−

𝜕𝑇𝑗

𝜕𝑞𝑖
+

𝜕𝑉𝑗

𝜕𝑞𝑖
= 𝑄𝑖  

EOM (1) 

[𝐼𝑂 + 𝑚2(𝑙1
2 + 𝑙𝑐2

2 + 2𝑙1𝑙𝑐2
cos 𝜃2) + 𝐼𝑐2

+ 𝑘1
2𝐼𝑀1

+ 𝑀2𝑙1
2 + 𝐼𝑀1

]𝜃̈1

+ [𝑚2(𝑙𝑐2

2 + 𝑙1𝑙𝑐2
cos 𝜃2) + 𝐼𝑐2

+ 𝐼𝑀2
𝑘2]𝜃̈2 − 𝑚2𝑙1𝑙𝑐2

𝜃̇2 sin 𝜃2 (2𝜃̇1 + 𝜃̇2)

+ [𝑚[𝑙𝑐2
sin(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑙1 sin 𝜃1][𝑙𝑐2

cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑙1 cos 𝜃1]

+ [𝐼𝑐2
cos(𝜃1 + 𝜃2) sin(𝜃1 + 𝜃2) + cos 𝜃1 sin 𝜃1 (𝐼𝑐1

+ 𝑀2𝑙1
2)]] 𝜃̇3

2

+ 𝑚1𝑔𝑙𝑐1
cos 𝜃1 + 𝑚2𝑔[𝑙1 cos 𝜃1 + 𝑙𝑐2

cos(𝜃1 + 𝜃2)] + 𝑀2𝑔𝑙1 cos 𝜃1 = 𝑢1 
 

 

 

 



EOM (2) 

[𝑚2(𝑙𝑐2

2 + 𝑙1𝑙𝑐2
cos 𝜃2) + 𝐼𝑐1

+ 𝐼𝑀2
𝑘2]𝜃̈1 + [𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝐼𝑐2
+ 𝐼𝑀2

𝑘2
2]𝜃̈2 + 𝑚2𝑙1𝑙𝑐2

𝜃̈1 sin 𝜃2

+ [𝑚2𝑙𝑐2
sin(𝜃1 + 𝜃2)(𝑙𝑐2

cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑙1 cos 𝜃1)

+ 𝐼𝑐2
cos(𝜃1 + 𝜃2) sin(𝜃1 + 𝜃2)]𝜃̇3

2 + 𝑚2𝑔𝑙𝑐2
cos(𝜃1 + 𝜃2) = 𝑢2 

EOM (3) 

[𝐼𝑐1
𝑐𝑜𝑠2𝜃1 + 𝑚2(𝑙𝑐2

cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑙1 cos 𝜃1)
2

+ 𝐼𝑐1
𝑐𝑜𝑠2(𝜃1 + 𝜃2) + 𝐼𝑐3

+ 𝑀2𝑙1
2𝑐𝑜𝑠2𝜃1

+ 𝑘3
2𝐼𝑀3

] 𝜃̈3

+ [−2𝐼𝑂1
𝜃̇1 cos 𝜃1 sin 𝜃1

− 2𝑚2(𝑙𝑐2
cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑙1 cos 𝜃1)(𝑙𝑐2

sin(𝜃1 + 𝜃2)(𝜃̇1 + 𝜃̇2) + 𝑙1𝜃̇1 sin 𝜃1)

− 2𝐼𝑐2
cos(𝜃1 + 𝜃2) (𝜃̇1 + 𝜃̇2) − 2𝑀2𝑙1

2𝜃̇1 cos 𝜃1]𝜃̇3 = 𝑢3 
 

จดัรูปของสมการให้สามารถแสดงผลในรูปของ matrix ได้ เพื่อน าไปใช้งานใน Matlab ตอ่ไป (อ้างองิ Matlab code ในภาคผนวก) 

 

ตรวจสอบความถกูต้องของ EOMs ด้วยการก าหนดคา่ theta1 = 90 deg, theta2 = 0 deg, theta3 = 0 deg ซึง่จะได้ต าแหนง่ของแขนหุน่ยนต์

ค้างอยูต่ลอดเวลาดงัรูปท่ี 8 

 

 
 

รูปท่ี 8. แสดงภาพของแขนหุน่ยนต์เมื่อก าหนดคา่เร่ิมต้นตามโจทย์ที่ได้รับ 

 

 

 



นอกจากนัน้ทางกลุม่ได้มกีารท าการจ าลองเพิม่เติมจากที่โจทย์ก าหนด ด้วยการจ าลองโดย Matlab เทียบกบั Simulink เมื่อก าหนดคา่ตัง้ต้นใหม่

เป็น theta1 = 0 deg, theta2 = 0 deg, theta3 = 0 deg โดยผลที่ได้จะเป็นไปตามรูปท่ี 9 

ส าหรับวีดีโอที่ได้จากการจ าลองสมการสามารถอ้างองิได้จากไฟล์ Matlab Freefall.wmv และ Simulink Freefall.mp4 

 
 

รูปท่ี 9. แสดงผลการจ าลองระบบโดยเปรียบเทยีบระหวา่ง Matlab และ Simulink 
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Q4: Create the controller for trajectory tracking. You may create the desired trajectory of 
the end effector. You should adapt the control law derivation from the case of 2-DOFs Scalar robot manipulator. 
First thing to check is that the simulation result should be the same if there’s no rotation at joint 3 (theta3 is 
fixed). If your model is valid from this point, then let explore the controller performance when operating in 3D 
space. A well-designed controller should be robustly stable and achieve the tracking performance (small tracking 
error). Note that tracking error = desired goal – actual response (i.e. error of theta1 = desired theta1 – actual 
theta1). 

 

ใช้การ Path of motion เดยีวกบัการตรวจสอบ Forward kinematic และ Inverse Kinematic equation โดยได้ผลการควบคมุเป็นไปดงัรูปท่ี 10, 

11, 12 และ 13 

ส าหรับวีดีโอที่ได้จากการจ าลองการควบคมุสามารถอ้างอิงได้จากไฟล์ Matlab control.wmv และ Simulink control.mp4 

 
รูปท่ี 10. แสดงผลการควบคมุ 

 
รูปท่ี 11. แสดงผลการควบคมุ 
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รูปท่ี 12. แสดงผลการควบคมุ 

 

(D
e

gr
ee

)
(D

eg
re

e
)

(D
eg

re
e

)


